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［摘要］ 　 在混凝土类软化材料断裂研究中 ，裂纹端部损伤区被简化为具有黏聚应力分布的非线性裂纹 ，该黏
聚力对裂纹扩展有阻抗作用 。裂纹体的应力强度因子是断裂力学标志载荷作用与几何构型因素的量化表达指标 ；
黏聚力形成的阻抗强度因子数值 ，与黏聚裂纹长度和材料极值拉伸应力存在数量关系 。通过双 K断裂判据 ，以
带切口的三点弯曲梁为断裂力学模型 ，分析了裂纹黏聚阻力对断裂过程的影响规律 ，计算该弯曲梁结构断裂试
样的最大承担载荷 ；其结果比较符合实验数据 。
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１ 　引言
传统的强度理论在假设材料结构中不存在局部

缺陷和损伤的前提下 ，一般以应力应变或应力的组
合作为参量进行强度计算 。对于存在缺陷的材料结
构 ，断裂力学视其为几何裂纹或裂缝 。物理介质中
裂纹的出现改变了无缺陷或裂纹介质结构的应力及

应变分布 ，裂纹或缺陷附近应力集中一般较大 。按
照线弹性断裂力学理论 ，裂纹端部的应力存在奇异
性分布 ，即应力不是有限数值 。因此 ，具有裂纹的
固体中强度指标不再是应力或应变 ，而是以表征应
力奇异性强弱的应力强度因子

［１ ，２］ 。 裂纹破坏通常
分为张开 Ⅰ型 、滑开 Ⅱ型和撕开 Ⅲ型等三大类 ； Ⅰ
型裂纹尖端是拉伸应力起主要作用 ， Ⅱ型和 Ⅲ型裂
纹都是剪应力为主导 ，只是剪切方向分别与裂纹端
线垂直或平行 。笔者主要研究 Ⅰ型裂纹力学问题 。

断裂力学在 ２０ 世纪比较成功地应用于金属类
强化材料 ，尤其是压力容器的强度设计［３ ，４］ 。 该类
材料细观结构的塑性变形与损伤由晶体结构位错与

滑移所致 ，塑性区的应力强化和剪切变形使裂纹端

部钝化 ，在失稳破坏前裂纹端部塑性损伤区长度较
小 ，材料结构的失稳断裂参数受裂纹体尺寸的影响
不太大 ，故以应力强度因子作为强度指标［４ ，５］ 。 然
而结构工程中采用的混凝土岩石类准脆性材料与金

属材料不同 ，它不是微观结构比较稳定的晶体 ，其
内部存在空隙与缺陷 ，结构损伤与破坏过程发生于
应力集中部位 ；当应力与变形达到一定数值时 ，缺
陷或裂纹会发展与串结形成损伤带 ，失效过程宏观
表现为材料结构具有软化特性 ，即应力与应变关系
为下降曲线 ，断裂参数尺寸效应非常明显［６ ～ ８］ ， 因
此引起了诸多学者的关注 。其中有基于裂端塑性应
力分布的虚拟裂纹模型

［９］ ，有以裂纹口张开位移与
应力强度因子作为参量的两参数模型

［１０］ ， 有考虑
裂纹发展区增韧作用 ，以起裂强度因子和失稳强度
因子为指标的双 K 断裂模型［１１］ ， 等等 。 总之 ， 材
料的失效是其内部微裂纹及损伤萌生发展与集聚而

导致的突变的复杂物理变化过程
［１２］ 。

借助断裂力学方法 ，软化材料裂纹端部破损过
程区内微观和宏观裂纹及缺陷与材料介质之间的相

互作用 ，宏观上能够简化为具有黏聚力的非线性裂



纹 。笔者通过黏聚裂纹模型分析结果和双 K 断裂
判据 ，研究具有裂纹的弯曲结构梁的断裂变化规律
和该弯曲结构的最大承载能力计算 。

２ 　切口梁弯曲断裂模型
主要承担弯曲变形的梁是结构工程中广泛应用

的构件形式 。图 １所示为具有弯曲裂纹的简支梁断
裂力学模型 。设材料为单一介质 ，除损伤区以外被
视为弹性的 。在梁的拉伸一侧 ，预制贯穿梁厚度的
裂纹长度为 a０ ， 载荷达到一定数值后 ， 裂纹在载

荷作用下逐渐扩展 ，其扩展长度为 b 。 随着载荷增
加 ，断裂过程区长度 b 也逐渐增加 ； 当长度到达
一定数值时 ，载荷达到最大值 ， 裂纹将失稳扩展 ，
构件全部断裂破坏 。若设定简支梁的跨度为 s ， 高
度和厚度分别为 h和 B ，根据线弹性断裂力学理论
能够得到光滑裂纹尖端应力强度因子 KI 与裂纹长
度 a和载荷 P的数量关系 。当 s桙h ＝ ８时［１３ ，１４］ ，

KI ＝ ３ Ps π a
２ Bh２ １畅１０６ － １畅５５２ ah ＋ ７畅７１ a

h
２

－

１３畅５３ a
h

３

＋ １４畅２３ a
h

４

（１）

图 1 　三点弯曲切口梁断裂力学模型
Fig畅１ 　 Fracture mechanics model of three point

bending beam with crack

　 　从式 （１） 看出 ，应力强度因子与载荷成正比 ，
与裂纹长度 a 呈非线性变化 。 图 ２ 表示在载荷分
别为 P ＝ ０畅８ ， １畅５ ， ２畅０ ， ２畅５ ， ３畅０ kN 时 ， 应力强
度因子随裂纹长度变化的情况 。 图中 KI 的单位是

MPa m ；图中的 △为文献 ［８］ 混凝土实验的裂纹
起裂和失稳数据参考点 ； 试件尺寸为 s × h × B ＝
１畅２ m × １畅５ m × ０畅１５ m ， 初始裂纹长度 a０ ＝ ０畅４ h 。
从该图实验数据点能够大概估计结构裂纹开裂和失

稳扩展时所处的载荷数值 。
当三点弯曲切口梁的跨高比 s桙h ＝ ４ 时 ， 裂纹

口张开位移为
［１３ ，１４］

CMOD ＝ ６ Pas
BE′h２ A （２a）

A ＝ ０畅７６ － ２畅２８ ah ＋ ３畅８７ a
h

２

－

２畅０４ a
h

３

＋ ０畅６６
（１ － a桙h）２ （２b）

式中 E′为基体材料的名义杨氏弹性模量 ， 平面应
力状态 E′ ＝ E ， 平面应变状态 E′ ＝ E桙（１ － υ２ ） ；υ
为基体材料的泊松比 。 如果裂纹长度 a ≠ ０ ， 则加
载点的位移为

δ ＝ ３ Ps２
２ BEh２

a桙h
１ － a桙h

２

H （３a）
H ＝ ５畅５８ － １９畅５７ ah ＋ ３６畅８２ a

h
２

－

３４畅９４ a
h

３

＋ １２畅７７ a
h

４

（３b）

图 2 　切口梁应力强度因子随裂纹长度的变化
Fig畅２ 　 The K１ variation of bending beam

with crack length

　 　图 ３所示为弯曲梁切口处张开位移 CMOD在不
同裂纹长度时随载荷的变化曲线 ， 图中 ◇ 为文献
［８］ 的实验参考数据点 ， v１ 为该文献中的试件编
号 ；试验构件尺寸为 s × h × B ＝ ２畅４ m × ０畅６ m ×
０畅６ m ，裂纹初始长度 a０ ＝ ０畅２４ m 。 结合实验数据

和等裂纹长度标定的张开位移 －载荷放射线可以看
出 ，随着裂纹长度的变化 ，其载荷先是增加 ，之后
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随裂纹扩展载荷逐渐降低 ，反映出了材料结构的承
载弱化特性 。

图 3 　裂纹口张开位移随裂纹长度与载荷的变化
Fig畅３ 　 The variation of CMOD with crack

length and load

图 ４表示由式 （３） 描述的弯曲梁加载点的位
移 δ在不同载荷下 ， 随裂纹扩展的变化规律 ， 其
中的星号 倡为实验参考数据 ， v２ 为文献 ［８］ 中的

试件编号 ；试件尺寸为 s × h × B ＝ １畅６ m × ０畅４ m ×
０畅４ m 。图 ４表明随着裂纹扩展加载点的变形不断
增加 ，承载力却逐渐降低 。

图 4 　弯曲梁加载点位移随裂纹长度的变化
Fig畅４ 　 The displacement of beam loading

point with crack length

通过式 （１） 至式 （３） 能够方便地计算出三点
弯曲切口梁在一定裂纹与载荷下的断裂参数 。但若
无实验结果 ， 就不能预测断裂过程的载荷变化规
律 。若用断裂力学计算裂纹结构的承载变化 ，尚需
研究裂纹的发展过程和相应的非线性断裂力学

模型 。

３ 　断裂过程的双 K判据
在断裂力学中 ，裂纹端部的应力强度因子是非

常重要的指标 ，而且在线弹性裂纹构型中 ，与其他
物理参量如能量释放率和 J积分具有数量关系 ； 韧
性材料裂纹端部塑性区尺寸大小和裂纹尖端张开位

移 ，也与应力强度因子有密切关系［４ ，５］ 。 断裂力学
几十年来的发展 ，使得应力强度因子的计算日臻完
善 ，其方法和内容非常丰富 。计算机和数值方法的
快速发展 ，为该类参量的计算提供了充足的条件 。
针对混凝土类材料的裂纹发展特性 ，文献 ［８ ， １１］
提出以应力强度因子为主要参量的断裂发展判据 。
大量物理材料的实验观测和理论分析得知 ，裂纹体
从开始扩展到失稳断裂 ，存在一个裂纹稳态发展阶
段 ；该现象归咎于裂纹端部材料的非线性软化行为
和黏聚力的作用 ， 该增韧机理有不少研究［１５ ～ １９］ 。
若裂纹体应力强度因子起裂值为 KiniIc ， 裂纹扩展到

失稳状态时黏聚力韧度增值为 KcIc ， 则裂纹结构失
稳强度因子 KunIc与两者的数量关系为［１１］

KunIc ＝ KiniIc ＋ KcIc （４）

　 　一般认为软化材料的起裂断裂参数不依赖于裂
纹结构和尺寸 ，是材料参量 ；而裂纹过程区的韧度
增值与断裂试件尺寸构形密切相关 ，是由裂纹端部
的损伤区内损伤介质相互作用力 ，即裂纹黏聚分布
力作用产生的 。

４ 　裂纹黏聚阻力的应力强度因子
裂纹结构在失稳断裂前 ，裂纹扩展过程可以看

作由无数个暂态平衡所形成 。当裂纹静止时由远场
载荷产生的强度因子 珘KI 与断裂过程区黏聚分布力
形成的阻力强度因子 Kσ

I 保持平衡 。 对于混凝土类

软化材料的非线性裂纹黏聚分布力断裂分析模型 ，
经过一系列数学力学推演 ，能够得到张开型断裂的
裂纹端部损伤区长度 b ，黏聚应力分布 珓σ以及张开
位移分布 珟D与黏聚阻力强度因子的关系为［２０ ～ ２２］

Kσ
I ＝ η b桙２π （５）

珟D（ x） ＝ ４ b
Eπ ∑

N

n ＝ ２
cn xn － １桙２ 　 （ x ＝ ξ桙 b） （６）

珓σ（ x） ＝
珘KI

２π b（１ － x）
＋ ∑

N

n ＝ ２

－ cn
２π １ － x

·

∑
n － １

r ＝ ０

（２ r） ！xn － r－ １
２２ r（ r ！）２ ＋ ∑

N

n ＝ ２

cn
π ∑

n － ２

r ＝ ０

（ n － r － １）（２ r） ！
２２ r（ r ！）２ ·

xn － r－ ２ １ － x 　 （０ ≤ x ≤ １） （７）
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式中 ξ （０ ≤ ξ ≤ b） 为黏聚裂纹段某点到黏聚裂纹
尖端的距离 ； N 为黏聚裂纹张开位移多项式的项
数最大指标 ； η为具有应力量纲的参量 ， 与材料的
极限拉伸应力 σ０ 密切相关 ，若取 N ＝ ３ ，可得［２２］

３
１６ c２ ＋ ４５

２５６ c３ － ３
２ λ － ３

１６ η ＝ ０ （８a）
４５
２５６ c２ ＋ β ４５

２５６ c３ － １５
８ λ － ５

３２ η ＝ ０ （８b）
３
２ c２ ＋ １５

８ c３ － η ＝ ０ （８c）

３
２ c２ ＋ ５

８ c３ ＋ η ＝ ２π σ０ （８d）
式中 β为无量纲修正系数 ， 用来调整节断位移分
布函数项带来的误差 ， 一般取 β ≥ １ 。 式 （８d） 是
通过式 （７） 取 x → ０的极限值结合式 （５） 得到的 。
由方程组式 （８） 能够看出 η值主要取决于 σ０ 和 β

值 。若分别取 β为 １畅０５和 ４畅５ ，在一系列极限拉伸
应力 σ０ 下的 η 值列入表 １ 。 可以看出 ， 在不同 β

值下 η对 σ０ 的依赖程度是不一样的 。

表 1 　在不同修正参数 β和极值拉伸应力 σ0 下的 η 数值

Table １ 　 The value of η for different parameters β and σ０

β １畅０５ ４畅５

σ０桙 MPa １畅２ ２畅５ ３畅８ ５畅１ ６畅４ ７畅８ １畅０ ２畅０ ３畅０ ４畅０ ５畅０ ６畅０

η桙 MPa ２畅２９７ ４畅７８６ ７畅２４７ ９畅７９４ １２畅２５２ １４畅９３２ ３畅０２７ ６畅０５４ ９畅０８１ １２畅１０８ １５畅１３５ １８畅１６２

　 　从式 （５） 得到的不同 η值下黏聚阻力强度因
子 Kσ

I 随黏聚虚拟裂纹长度 b的变化规律见图 ５ 。

图 5 　在不同应力参数 η 下黏聚阻力强度

因子 Kσ
I 随黏聚长度 b的变化

Fig畅５ 　 The variation of resistence Kσ
I with cohesive

crack length under different η parameters

５ 　切口弯曲梁的承载力计算
在裂纹结构中 ，若裂纹起裂或失稳扩展时所需

远场载荷在裂纹端部产生应力强度因子为 KPIc ， 则
该强度因子一定大于由裂纹端部损伤区黏聚力构成

的强度因子 Kσ
I 即

KPI ＝ k０ ＋ Kσ
II （９a）

式中 k０ 为与材料有关的参数 。从式 （５） 得知黏聚

阻力强度因子与损伤区长度 b 的平方根成正比 ，
因此裂纹构型起裂和失稳发展的强度因子分别为

KiniIc ＝ k０ （９b）

KunIc ＝ k０ ＋ Kσ
I | b ＝ bc （９c）

式中 bc 为峰值载荷 Pc 对应的 b数值 。

从文献 ［１３ ， １４］ 知跨高比 s桙h ＝ ４ 的三点弯
曲梁在载荷 P作用下应力强度因子 KPI ， 又考虑到
式 （５） ，式 （９） 和数量关系 a ＝ a０ ＋ b ，得到计算
载荷随黏聚裂纹长度和其他参量变化的关系方程为

P ＝ PU桙PL （１０a）
PU ＝ s ２ b

π ＋ K０I
２ Bh２

３W a０ ＋ b
·

１ －
a０ ＋ b
h

３桙２

１ ＋
２（ a０ ＋ b）

h （１０b）
PL ＝ １畅９９ －

（ a０ ＋ b）（ h － a０ － b）
h２ ·

２畅１５ － ３畅９３
a０ ＋ b
h ＋ ２畅７ a０ ＋ b

h
２

（１０c）
　 　由式 （１０） 确定 bc 有两种方法 ： 一是对 b 求
导数 ，并令其为 ０ ，得到对应极值载荷的 bc ， 代入
式 （１０） 得到对应的 Pc ； 二是通过式 （１０） 形成

P － b曲线 ，由 P的最大点得到 bc ，同时得到峰值
载荷 Pc ； 笔者采用方法二 ， 把 bc 代入式 （５） 和

式 （９） ，得到失稳的应力强度因子 KunIc 。 若已知结

构尺寸和初裂应力强度因子 KiniIc ＝ k０ ，令 b ＝ ０ ，从

式 （１０） 可直接得到切口梁的起裂载荷数值 。

６ 　算例与实验数据对比
对于带切口的三点弯曲梁 ，宽度与高度之比为

４ ，取梁高度 h ＝ ０畅６ m ，初始裂纹长度 a０ ＝ ０畅４ h ，
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材料参数 η ＝ ６畅２ MPa ， k０ ＝ ０畅９ MPa m ， E ＝ ３２畅５

MPa 。通过式 （２） 和式 （１０） 得到以裂纹扩展长
度 b为参数 ，梁的载荷 P 与裂纹口张开位移之间
的函数关系 ， 其数值曲线见图 ６ 。 为了便于比较 ，
由文献 ［８］ 在相同尺寸下的断裂过程测试曲线 ，
通过符号 ◇ 的离散点表示在该图中 ， v１ 为该文献
中的试件编号 。从图中看出计算结果基本与实验测
试数据相吻合 ，表明上述计算方法是可行的 。

图 6 　弯曲梁载荷与裂纹口张开位移关系理论
曲线与实验对比

Fig畅６ 　 The compare of theoretical curve of
bending load with CMOD to experiment

若高度与厚度相等 ， 跨高比均为 s桙h ＝ ４ 的三
点弯曲切口梁 ， 当高度分别为 h ＝ ０畅６ ， ０畅４ ， ０畅３ ，
０畅２ m 时 ， 初始裂纹长度 a０ ＝ ０畅４ h ， 取 η ＝ ６畅２

MPa ， k０ ＝ ０畅９ MPa m ，由式 （１０） 得到的计算数

据见图 ７ ，其中 v１ ， … ， v４ 是文献 ［８］ 中的试件

编号 。通过图中数据得到峰值载荷对应的扩展裂纹
长度分别为 bc ＝ ０畅０５５ ，０畅０３ ，０畅０２ ，０畅０１５ m ；代入

式 （９） 和式 （５） 得到失稳的应力强度因子分别为

KunIc ＝ １畅４５３ １ ，１畅３２８ ４ ，１畅２４９ ８ ，１畅２０２ MPa m 。文

献 ［８］ 实验数据的最大载荷也用离散点表示于图
７ 。显然 ，失稳的临界应力强度因子随着弯曲梁的
高度增加而变大 ，表明断裂韧度增值与韧带尺寸密
切相关 。 　 　

设梁的跨度为 s ＝ １畅２ m ，高度 h ＝ ０畅３ m ， ４种
试件的厚度分别为 B ＝ ０畅３ ，０畅２ ，０畅１５ ，０畅１ m ； 初

始裂纹长度均为 a０ ＝ ０畅１２ m ， k０ ＝ ０畅９２ MPa m ， η

＝ ７畅５ MPa ， 由式 （１０） 计算的载荷随裂纹扩展长
度 b的变化见图 ８ 。用上述方法计算的失稳扩展黏
聚裂纹长度 bc ＝ ０畅０２４ m ， 临界应力强度因子 KunIc

图 7 　变高度弯曲梁的承载力随裂纹长度的变化
Fig畅７ 　 The variation of loading capacity of variable

high beam with crack length

＝ １畅３８４ MPa m 。图中离散点为实验载荷数据参考
点 ，其中 T１ ， … ， T４ 是文献 ［８］ 中的试件编号 。

总之 ，计算结果与实验数据对比 ，基本一致 。

图 8 　不同厚度弯曲梁的承载力变化
Fig畅８ 　 The loading capacity of variable crack length

for different beam thick

７ 　结论
通过断裂过程的双 K 判据和黏聚裂纹解析结

果 ，结合带预制裂纹的混凝土三点弯曲梁断裂实验
数据 ，分析该类材料的断裂规律 ，主要结论有 ：

１） 裂纹端部损伤区的黏聚力是阻止裂纹扩展
的主要因素 ，该黏聚应力形成的阻抗应力强度因子
与材料的极值拉伸应力密切相关 ，与损伤区长度的
平方根成正比 。

２） 带切口的三点弯曲梁失稳断裂应力强度因
子在一定范围内随预制裂纹前方韧带长度的增加而

增大 。
３） 通过双 K 断裂判据和黏聚阻力强度因子 ，

能够计算失稳断裂参数和切口弯曲梁的最大承

载力 。 　 　
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The Loading Capacity of Three Point Bending Beam
With the Resistant Force of Cohesive Crack

Wang Limin１ ，Xu Shilang２ ，Ren Chuanbo１
（１ ．Mechanics Department ， Shandong University of Technology ， Zibo ， Shandong 　 ２５５０４９ ， China ；

２畅 Civil Engineering Department ， Dalian University of Technology ， Dalian ， Liaoning 　 １１６０２４ ， China）

［Abstract］ 　 In the fracture study of softening materials ，the damage area of crack tip is regarded as a piece of
nonlinear crack with cohesive force ．The cohesive force has resistant effect on the crack extension ．The stress
intensity factor of crack solids is a fracture mechanics index that denotes the effect of loading and crack
geometry ．The resistant SIF of cohesive force has relationship with the values of length of cohesive crack and
ultimate tension stress ．Through the double唱K fracture criterion and fracture model of three point bending beam ，
the effect of crack cohesive force on the fracture process is analyzed ． For maximum loading of bending beam
with crack ， the calculation approach is presented and the results are well fitted with concrete tested data ．
［Key words］ 　 cohesive crack ； three point bending beam ； concrete ；double唱K fracture parameters ； structure
loading capacity
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