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[摘要] 从理论研究和应用研究两个方面追踪了国内外关于能量有限元的发展现状，并指出能量有限元已趋

向于预示越来越复杂的结构动响应；接下来介绍本课题组近年来利用能量有限元方法针对实际复杂结构及复

杂载荷环境中的高频动响应问题所做的研究工作，主要包括3个部分：一是在考虑多种传递波功率流耦合的

情况下，发展了圆柱壳、截锥壳等复杂结构的高频响应能量有限元方法，从而得到了此类结构的中高频局部动

响应特性；二是考虑在脉动载荷、混响室等复杂环境中，利用能量有限元方法并结合能量边界元方法预示了结

构的高频振动特性和声振耦合特性；三是开发了能量有限元的计算软件，为其大规模应用奠定了基础。最后

指出了能量有限元方法目前存在的问题和进一步研究的方向。
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1 前言

飞行器、船舶及汽车等交通运输工具在民用和

国防工业中占有极为重要的地位。为了提升性能，

此类结构系统变得越来越复杂，如从几何轮廓到板

梁壳不同构件及外壁（蒙皮）、框架（桁架）的连接方

式，从单一各向同性材料到多种各向异性材料并存

等都在发生改变。近年来，随着结构轻量化和动力

性能需求的提升，此类复杂系统的中高频动响应越

来越突出，这会引起两个问题：一是长期高强度中

高频动响应会导致结构系统产生疲劳，甚至断裂，

从而造成严重甚至不可挽回的后果；另一个是中高

频声振耦合效应会形成噪声污染，这与当今强调性

能、舒适与环保统一的趋势相悖。因此，如果能在

结构设计阶段对动态响应进行预示并据预示结果

进行结构优化，则能从本质上解决问题，并且可大

幅提高研发效率以及降低成本。

针对不同频率范围的响应特性，其表征方式和

理论依据也不同。低频响应是由全局模态主导的，

通常采用振幅与相位表达，相对来说研究最为透彻

和广泛。多种确定性方法都可较为精确地预示其

响应特性，如工程中常用的各种数值方法，基于模

态理论的有限元（FEM）、边界元（BEM）等。随着频

率的升高，结构动响应转而由局部模态主导，模态

叠加逐渐严重，各位置之间的相位差逐渐可以忽

略。若利用现有的确定性方法求解，如FEM，为了

满足计算精度的要求，单元数会随频率的升高呈几

何级数增长，计算规模和时间也陡然增加；同时由

于单元数量的剧增，形函数引起的局部误差也会由

于累积而被显著放大，计算精度也得不到保证。

因此，中高频响应尤其是高频响应的表征方

式，更趋于描述平均意义上的响应。目前广泛应用

的统计能量法（SEA）就是此类表征的典型，该方法

的优点在于统计平均所带来的高效率。但正由于

统计特性的需求，使用此方法时必须满足划分的子

系统内模态密度大于5或模态叠加因子大于1的准
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则，因而较粗且合理的子系统划分需要一定的经

验，这使其难以精确预示子系统内局部位置的响

应，也就无法充分表征结构的几何特性，无法有效

反映子结构的非均匀阻尼特征或非均匀载荷特性，

且不易进行实际结构形态的设计与优化，这些都成

为SEA不易跨越的难题。所以，为了更准确和快速

地预示中高频机械结构的响应，就需要改进或提出

新的方法。

能量有限元方法（EFEM），也称为功率流有限

元方法（PFFEM）或能量流有限元方法（EFFEM），是

用来预示结构中高频动响应的一种新方法，它视能

量以波动形式在结构中传递，以有限元离散结构，

从而可得到结构上所有感兴趣点的能量及响应信

息，使结构的局部几何特性及阻尼特征可以得到充

分表达，非均匀分布的载荷也能严格描述。相比常

用的有限元分析（FEA）来讲，EFEM预示结构中高

频响应具有模型简单、精确度高、计算量小的优势；

而相比SEA来讲，EFEM能够对局部阻尼或局部受

载结构的局部响应进行预示，在获取结构中高频局

部响应特性方面具有独特优势；EFEM的这些优点

使得它在分析复杂结构时，能够深入反映结构的复

杂细节信息，非均匀结构材料特征均能得到有效的

考虑，因此EFEM是复杂结构中高频响应预示的有

效工具，是一种非常具有研究价值和发展前景的中

高频动响应预示方法。

本文在归纳综述EFEM基本理论及其应用研究基

础上，结合笔者所在的研究团队近年来的研究工作，重

点讨论了EFEM在复杂结构系统和复杂载荷环境中的

理论发展及应用，最后指出了进一步的发展方向。

2 能量有限元方法理论研究进展

EFEM来源于早期能量流方法[1]（EFM），而能量

流方法也是基于功率流动的。以一个微元体为例，

它有以下几个基本假设。

1）假设在所分析的结构或声空间微元体是稳

态的线弹性系统、各向同性，同时内部能量守恒，即

输入微元体的总功率等于通过微元体边界的能量

流与微元体内部耗散功率之和，如式（1）所示

∫SI ⋅ ndS +Πdiss =Πin （1）

式（1）中，I为波场强（结构声强），表达了能量在微

元体内的流动特性；n为波场强的方向矢量；S 为微

元体边界；Πdiss 为微元体耗散功率；Πin 为输入微元

体功率。

2）假设微元体内所分析的某种波在感兴趣的

频率范围内形成混响场。

3）假设微元体的结构（流体）阻尼很小，即在所分

析的中高频范围内不对波的传递产生决定性影响。

4）假设微元体内传播的波之间不相关。

根据以上假设，在稳态条件下，结合微元体运

动方程的波动解析解，通过对主变量能量密度的时

间与空间的平均，可推导出微元体内功率流与能量

密度的关系；并以假设 1）为基础，引入功率流与波

场强的关系和耗散特性关系，就可以得到经典的能

量密度控制方程。以杆的纵波为例，其能量密度控

制方程如式（2）所示

-(CL
2

ηω
)∇2 ē(x) +ηωē(x) = π̄in （2）

式（2）中，CL 为纵波群速度；η 为结构损耗因子；ω

为角频率；ē 为时间平均的能量密度；π̄in 为输入的

时间平均功率密度（对于杆而言，不需要做空间平

均就可推出能量密度控制方程，而对其他波型为了

得到功率流与能量密度的关系，均需要做空间平

均）。可以看到，能量密度控制方程是二阶偏微分

方程，很容易通过数值方法得到响应值，因此 Nef-

ske 和 Sung 在 1989 年提出了利用有限元方法求解

能量流方程的能量流有限元法[2]，由此开创了能量

有限元分析（EFEA）理论的先河，即对式（2）应用伽

辽金加权残值法后，可得到式（3）

∫abψ[-( C2
L

ηω
)∇2 ē(x) +ηωē(x) - π̄in]dx = 0 （3）

式（3）中，ψ 为形函数；a 和 b 为所求杆的两端坐

标。此式经过有限元离散后组装成为矩阵形式，可

简写为

Ke =F +Q （4）

式（4）中，K 为动刚度矩阵；e为所有离散节点的时

间平均能量密度值；F 为外部输入功率；Q 为各个

单元间的功率传递值。

1992年Bouthier等推导出了平板和膜的能量密

度微分方程 [3]，从而将 EFEM 的研究由一维结构扩

展到二维结构。

而1995年之前的EFEM研究都仅停留于单一构

件的高频振动响应预示。为了将此方法应用于耦合

结构，1995年Huff和Bernhard[4]建立了结构几何属性

或材料物理属性不连续时的节点模型，推导了不连

续处单元间能量转移系数矩阵J，并使式（4）变为

( )K + J e =F （5）

从而建立了基于简单耦合结构的EFEM方程。

1996年Bitsie推导了板和声空间的耦合关系[5]，
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并将声空间对结构声辐射的影响融入能量密度控

制方程中，同时也结合Kipp等[6]在早年推导的声空

间间接边界元方法，得到了能量边界元方法（EB-

EM）的雏形。后来，Bernhard等[7]利用流体载荷下的

箱体对板声振耦合关系进行了验证。以上两项研

究为EFEM和EBEM在声振领域的扩展起到了重要

的作用。而在 2008年，Lee H W等[8]将EBEM扩展

到梁、板等结构，进一步拓展了EBEM方法。

随着EFEM开始预示较大型的结构，其计算量、

求解时间和难度也在不断增大。因此，在 2000年，

Wang S[9]利用有限体积法求解能量密度控制方程，

并称其为零阶能量有限元方法（EFEM0）。这种方法

相比于经典EFEM最大的优势在于通过有限体积法

离散得到的方程组是线性的，很大程度上减小了计

算量。另外，Wang S利用Smith[10]对中高频响应可

以等效为直接场和混响场叠加的研究结论，提出了

混合零阶能量有限元方法（hybrid EFEM0），并将此

方法应用于大阻尼、强耦合的系统中[11]。与Wang S

类似，Hardy[12]等利用 Smith 的思想，将直接场引入

经典 EFEM 方程中，形成新的混合方法，该方法比

Wang S先进的地方在于所有的耦合结构内部均考

虑了直接场的存在，符合物理实际，这种方法在载

荷点和结构边界处比经典EFEM结果更精确。

在载荷形式的研究中，游进等[13]将EFEM可预示

的环境载荷从周期激励发展到随机激励，推导了随

机激励作用下框架梁结构、耦合板等结构的能量流

方程，同时分析了随机能量流与SEA的理论关联。

此外，孙丽萍[14]、殷学文[15]分别对EFEM早期理

论及发展做了阐述，重点分析了SEA和EFEA理论

上的联系与区别；游进等则从基本结构与耦合结构

的角度描述了能量流方法的发展历程，重点描述了

结构随机能量流分析方法的发展；Bernhard R 和

Wang S[16] 描 述 了 经 典 EFEM、EFEM0 和 Hybrid

EFEM0 的基本推导过程，相互联系，并研究了

EFEM0与SEA的联系。

总体来看，随着研究者对EFEM理论研究涉及

面不断的加强和深入，从简单的杆结构发展到板结

构，从耦合杆发展到耦合板再到结构—声空间耦

合，从周期载荷发展到随机载荷，EFEM从早期的被

质疑发展到今天被越来越多的学者认可。

3 能量有限元方法的应用研究进展

随着EFEM理论研究的发展，其相关的应用研

究也伴随着发展起来。

1998年，Vlahopoulos N等[17]将护卫舰和渔船的

结构简化为板的组合，将EFEM应用在这个组合体

中，得到了组合体的响应特性分布，这是较早的

EFEM 应用在真实结构上的实例之一。2005 年，

Zhang Weiguo等[18]结合周期结构理论（PS）和EFEM

研究了双向加筋圆柱壳受流体载荷时的结构响应

与内场声压分布，其关键贡献是利用PS理论将加强

筋的影响等效为EFEM中能量传递系数的一部分，

并将外部重流载介质对结构的影响看作附加质量

和辐射阻抗考虑进能量有限元方程中，此项研究分

别利用船舶和航天器结构做了例证。另外，Vlaho-

poulos N等[19]推导了点焊处节点的能量转移系数，

并将 EFEM 应用于汽车领域中。Manning P A[20]利

用EFEM预示了多个离散声源作用下简化汽车底盘

结构的振动响应和声辐射特性。

为了考虑厚板和复合材料结构的高频响应，

Park Y H等[21]推导了Mindlin板的能量流方程，其中

考虑到了剪切变形和转动惯量对高频响应的影响；

Yan X [22]在均匀扩散场假设条件下，忽略了各向异

性板波动群速度的非均匀分布，推导了层合复合结

构内弯曲波和面内波的EFEM方程；Lee S M [23]在文

献[22]的基础上，在 EFEM 方程中使用了角平均化

的群速度和结构损耗因子，从而间接考虑了波群速

度在非均匀扩散场中的角依赖性问题，同时利用谱单

元方法考虑了层合材料间的剪切效应，最后结合文献

[18]中PS理论和EFEM结合的成果，对复合层合板

构成的飞机加筋舱段进行了中高频动响应分析。

在优化设计的研究方面，Dong J 等 [24] 利用

EFEM研究了高频结构声系统的灵敏度和优化设计

问题；Borlase和Vlahopoulos[25]利用EFEM对多板耦

合结构进行了阻尼分布的优化，并通过船舶简单结

构与SEA结论进行了验证。

以上这些研究说明EFEM已初步应用于航空、

汽车、舰艇等实际结构上，但总体来说还是局限于较

为规则的耦合板结构，即便是关于复合层合材料的

研究也在关键问题上运用了多种假设和等效；此外，

载荷形式也相对简单，多限于周期点载荷以及稳态

流场。

4 本课题组在复杂载荷环境中复杂结构的

能量有限元预示方面的探索

为了能够将EFEM方法应用于复杂载荷环境和
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复杂结构系统，近些年来，笔者所在的研究团队对

此开展了深入的研究工作。

针对某实际大型复杂结构系统在复杂载荷条

件下的预示要求，分析了EFEM方法的进展[26]，通过

杆、梁、板结构EFEM方程的比较，给出了通用的能

量密度控制方程[27]，如式（6）所示

- Cgm

2

ηmω
∇2 ē +ηmω ē = π̄inm （6）

式（6）中，ηm 为m 构件相应波形的迟滞阻尼损耗因

子； π̄inm 为 m 构件相应波形的时间和空间平均输

入功率密度；Cgm
为m 构件相应波形的群速度。

基于薄壳理论首次推导出了同时考虑入射弯

曲波及反射弯曲波的轴对称载荷下圆柱壳的高频

弯曲振动EFEM方程[28]，如式（7）所示

- 4Cf
2

ηω
d2 ē

dx2 +ηω ē = π̄in （7）

式（7）中，Cf 为圆柱壳内弯曲波群速度。

在此基础上求解有限长圆柱壳体上的振动能

量分布。如图 1 所示为圆柱壳结构在轴向坐标为

0.5 m 处的壳面圆周上受横向周期载荷激励时，各点

能量密度随轴向空间变化的结果，并与 SEA 方法

（将整个圆柱壳体作为一个子结构）进行了比较，两

者平均能量密度一个为3.19 J/m2 ，另一个为3.18 J/m2，

可见相对误差极小，从而验证了圆柱壳弯曲振动

EFEM的正确性；但同时可以看到SEA的能量密度

在轴线方向是一条直线，即整个圆柱壳的能量密度

仅为一个平均值，而EFEM的结果是随着远离载荷

点而呈减小的趋势，完整反映了能量密度在空间的

变化，从而体现了EFEM相比于SEA方法的优势。

图1 沿圆柱壳轴向分布的EFEM和SEA的能量密度

Fig.1 The distribution of energy density of EFEM and
SEA along the axial of cylindrical shell

为了预示某实际截锥壳结构的高频动响应，课

题组提出利用平板壳元替代曲面壳元的方法解决

截锥壳EFEM方程过于复杂的问题[29]，即就单元而

言，假设横向弯曲位移和面内位移非耦合，从而分

别研究各自的变形特性然后再组合。单元组装时，

由于相邻平板壳元并不在相邻平面，需同时考虑弯

曲波，纵向波和剪切波的耦合，因此建立了复杂多

波形在节点的能量传递矩阵。根据此成果得到的

EFEM 方程，同时结合文献[5~7]，得到了复杂结构

高频声振耦合响应的EFEM方程[30]，其中不仅考虑

了弯曲波与声场的耦合，且同时考虑了结构系统内

多波之间的功率传递，更加接近实际情况；在此基

础之上，分析了点源载荷、面源载荷、随机激励载

荷、脉动载荷和湍流场等复杂外部环境下的结构高

频响应特性和内声场声压特性。

图2是在截锥壳结构小端面表面的某点P施加

载荷值为 50 kN、频率为 2 088.1 Hz的激励时，利用

EFEM计算得到的声振耦合特性，其中图2a为壳体

弯曲振动能量密度分布云图，图 2b为XZ坐标平面

上的壳体内部声压级分布云图。

图2 点载荷作用下的截锥壳结构响应及内部声压分布
Fig.2 The distribution of vibrational energy density and

internal sound pressure of truncated conical shell
under a point loading

图 3 是截锥壳结构在湍流压力场作用下（见

图 3a），利用 EFEM 方法计算得到的截锥壳中 B 点

（见图 3b）的弯曲振动响应随频率的变化结果（见

图 3c）；由于 EFEM 可以直接利用有限元商业软件
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得到的有限元网格模型计算而不必单独划分新的

网格，这也是其具有发展潜力的重要原因之一。

图3 湍流压力分布、截锥壳网格模型B点弯曲振动能量密
度随频率的变化曲线

Fig.3 The distribution of turbulent pressure，FE Model of
truncated conical shell and the relation between flexural

energy density and the load frequency at point B
另外，课题组利用EFEM和EBEM结合的方法

预示了复杂截锥壳结构在气动载荷和混响室条件下

的高频声振耦合特性[36]。如图4所示是假设截锥壳

在1.15 M(1 M=340 m/s)、0°攻角的气动载荷作用下，

计算频率为 2 000 Hz 时的外声场能量密度分布特

性，图中所示的平面是过截锥壳中心的纵剖平面。

图4 截锥壳外平面场点上的声压分布

Fig.4 The distribution of sound pressure at the outside of
the truncated conical shell

在另一项研究中，课题组针对实际结构的高频

响应中瞬态解往往具有重要意义，而现有EFEM仅

考虑稳态解的问题，利用时间边界条件，得到了结

构高频瞬态能量密度控制方程，此方法为EFEM应

用于瞬态时间、频率和空间分布的结构响应奠定了

理论基础[31]。

在以上研究成果基础上，开发了基于EFEM的

结构高频动响应预示软件[32]，该软件使用了现有商

业软件划分的有限元网格来获取单元结点信息，然

后利用 EFEM 推导的结构内部刚度矩阵和结构耦

合、结构—声耦合的能量转移矩阵 Jss 、Jsa 形成组集

刚度矩阵，其求解步骤与常用的有限元方法类似，

软件的求解器流程图如图5所示。

图5 EFEM求解器流程图

Fig.5 Flow chart of EFEM Solver
该软件能够预示板壳、锥壳结构等复杂结构的

高频弯曲波、扭转波和剪切波的中高频响应及其声

振耦合特性，这为能量有限元应用于实际复杂机械

结构系统提供了有力支持。

5 结论

EFEM预示着复杂机械结构中高频响应不仅可

以体现结构空间细节、阻尼及载荷非均匀分布特

征，而且计算量相对小、精度高，较好地结合了FEM

和SEA的优点，其理论在相对较短的时间内发展到

了比较深的层次，在应用方面也已涉及到飞行器、

船舶、汽车等较为广泛的领域，因此具有重要的研

究价值与应用前景。本课题组近年来针对实际复

杂载荷条件下的复杂结构的中高频响应预示做了

较为深入的研究工作，推导了圆柱壳弯曲能量密度

控制方程；利用平板壳元替代曲面壳元的方法，得

到了存在弯曲波、剪切波和纵波的截锥壳结构的高

频响应特性，而这部分的研究成果对于将EFEM应

用于飞行器、船舶和汽车等结构具有非常重要的意

义。其次，研究得到的结构在点源载荷、面源载荷、

随机载荷、湍流载荷和混响室条件下的高频振动响
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应和内外声场特性，也较为完整地体现了结构所处

的复杂载荷环境。而课题组开发的EFEM计算软件

也是在之前理论推导和简单应用的基础上向实际

大规模计算所做的重要工作。

但是，相比于 FEM 和 SEA 方法的成熟程度，

EFEM还有不少问题尚待解决，比如在复杂结构的

EFEM方程推导中引入了假设条件、推导不完善、相

应的载荷条件也进行了较多的简化，这些都不能完

全反映实际状况；另外，与SEA类似，EFEM对于耦

合结构间的能量转移系数的计算较为复杂，如何简

化和提高其计算效率是实际应用中的重要问题；最

后，求解器的完善以及软件的开发等均亟待进一步

的研究和深入。
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Research of mid and high frequency response of
complex mechanical structures using energy finite

element method
Zhu Danhui，Xie Miaoxia，Kong Xiangjie，

Zhang Wenbo，Chen Hualing
（School of Mechanical Engineering，Xi’an Jiaotong University，Xi’an 710049，China）

[Abstract] In this paper，recent researches about basic theory and applications of EFEM are reviewed，
which indicate that the development direction of this method tend to predict the dynamic response of complex
structures under the complex environments. Then，towarding to this tendency，the achievements of our research
group are presented，which focus on predict the dynamical response of actual complex mechanical structures ex-
cited by complex external excitation in practical. There are three main aspects are referred：the first section is
that the EFEM to predict the response of complex structures is developed by us when the power flow transfer of
multi-waves considered，such as the cylindrical shell and truncated conical shell，and this method help us to ob-
tain the local detail response of complex structures in mid and high frequency range；the second part is that we
extend the EFEM to predict the vibro-acoustical characteristics of complex structures under the complex excita-
tions，including the fluctuate pressure load and the acoustic load in reverberation chamber；the last section is that
we develop the EFEM solver and the application platform，which facilitate the further practical applications of
EFEM greatly. At the end of this paper，the problems to be solved and feasible research contents in the future of
EFEM are pointed out briefly.

[Key words] mid and high frequency response；energy finite element method；prediction of vibro-acoustical
response；mechanical structure；dynamics
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